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X ªz« N ¬®­f¯Q°>± © ¬®² ¥T³µ´ ¯ ¥ ¶ ­ ¥ ¯{· ´Z¸
¹~º¼»

0 ∈ X¹b½¾»
n ∈ X ⇒ n + 1 ∈ X

¬c¿À¿y¬®Á ¦Y³�´ N Â ¢Y¤>¥v¨H¥ «vª ¨:¥ ¹bºÃ» § ­f¯ ¹b½¾» ±yªQ­>¿ © ¬ © ° ©¾¥�§ ­L¬®­f¯Q°>± © ¬®² ¥ ¯ ¥~¶ ­>¬ © ¬~ªQ­'ªz« N Â
�X�r�>�'��� �jÄ�Å1¥T©

A = {(, )}
©b¤7¥u§Q³ ¦7¤7§ · ¥v© Á § ¯ ¥ ªz«Æ·yª ©b¤u¦>§Q¨H¥ ­ ©®¤>¥ ¿ ¥ ¿vÂ ¢f¤7¥ ¿ ¥T© D ⊆ A∗ ªJ«Ç ¥v³®³�È «vª ¨ Á ¥ ¯ ¥HÉ�¦f¨:¥ ¿H¿�¬~ª@­7¿ Ç ¬ ©b¤m¦>§Q¨:¥ ­ ©b¤7¥ ¿�¬c¿HÊ5± §@³®³I¥ ¯ ©b¤7¥CË<´ ±HÌ ³I§ ­hÍ@° § Í ¥ ÊÎ¬c¿<¯ ¥ ¶ ­ ¥ ¯{· ´Z¸

¹~º¼»
ε ∈ D¹b½¾»
x, y ∈ D ⇒ (x), xy ∈ D

�X�r�>�'��� ��Ï�¢f¤>¥ ¿ ¥T© E ªz« Ç ¥v³®³@¦7§@¨:¥ ­ ©b¤7¥ ¿ ¥ ¯ ¥:Év¦f¨:¥ ¿y¿�¬~ªQ­>¿yÊ�Á § ¯ ¥ ªJ«k¬~¯ ¥ ­ © ¬ ¶|¥v¨ ¿Ð« ¨ ª@Á A Ê § ­Y¯ª ¦>¥v¨H§Q© ª ¨ ¿ +
§ ­f¯ × Ê�¬c¿ ©®¤>¥ ¿�°>·v¿ ¥T© ªJ« (A ∪ {+,×})∗ ¬®­f¯Q°>± © ¬®² ¥v³�´ ¯ ¥ ¶ ­ ¥ ¯ § ¿�«vª ³®³ ª Ç ¿ ¸

¹~º¼»
A ⊆ E¹b½¾»
e, f ∈ E ⇒ (e + f), (e × f) ∈ E

�X�r�>�'��� ��ÑÒ¢f¤>¥ ¿ ¥v© BT ªz«u·v¬®­ §Q¨�´�©]¨:¥y¥ ¿ Ç ¤ ªÓ¿ ¥�¥T³I¥ Á ¥ ­ © ¿ §Q¨:¥{¥v³I¥ Á ¥ ­ © ¿mªJ« §@³ ¦7¤>§ · ¥v© A ¬c¿©®¤>¥ ¿�°>·v¿ ¥v© ªz« (A ∪ {∅, (, ), , })∗ ¬®­Y¯@°>± © ¬®² ¥T³µ´ ¯ ¥~¶ ­ ¥ ¯ § ¿�«vª ³®³ ª Ç ¿ ¸
¹~º¼»

∅ ∈ AB
¹ ¬ © ¬c¿ ©b¤7¥Æ¥ Á ¦f© ´U©]¨:¥y¥ »¹b½¾»

l, r ∈ AB ⇒ ∀a ∈ A, (a, l, r) ∈ AB
¹ ©b¤7¥U©]¨:¥y¥ ªJ« ¨ ªAª © a ÊCªJ« ³I¥ « © ¿�°>· ©]¨:¥y¥ l

§ ­Y¯¨ ¬�Í ¤h© ¿�°>· ©]¨:¥y¥ r
»

Ô



Õn��Ö¼×1Ø~Ù9Ø Ú�×�¡�Û ­�¬®­f¯Q°>± © ¬®² ¥ ¯ ¥ ¶ ­>¬ © ¬~ªQ­�ªJ« § ¿ ¥T© X ¬c¿�­Yª@­ § ÁU·T¬�Í@°>ª@°h¿{¬c¿X«vª ¨n§@³®³ x ∈ X Ê©®¤>¥v¨H¥m¥HÉ ¬c¿ ©5§ ­Ü°a­>¬~ÝT° ¥ Ç §Q´{© ª�Í ¥T© x · ´{§y¦Z¦Y³�´ ¬®­�Í ©b¤7¥ ¬®­Y¯Q°>± © ¬®² ¥<¨ ° ³I¥ ¿vÂ
�X�r�>�'��� �jÞß¢f¤>¥ «vª ³®³ ª Ç ¬®­hÍ
¬®­Y¯@°>± © ¬®² ¥ ¯ ¥~¶ ­>¬ © ¬~ªQ­�ªJ« N

2 ¬c¿ § ÁU·T¬�Í@°>ª@°h¿ ¸
¹~º¼»

(0, 0) ∈ N
2

¹
I1

»
(n, m) ∈ N

2 ⇒ (n + 1, m) ∈ N
2

¹
I2

»
(n, m) ∈ N

2 ⇒ (n, m + 1) ∈ N
2

à á�â¼�U��ã�äÆå!�v�
�
�n�Î�1�v���
�X�r�>�'��� ��æ�Å1¥T©Aç ¿ ¦Y¨ ªQ² ¥ · ´ ¬®­Y¯@°>± © ¬~ªQ­ ©b¤7§@©C§@³®³ ¿ © ¨ ¬®­hÍQ¿u¬®­ ©b¤7¥ÆË�´ ±yÌ ³M§ ­�ÍZ° § Í ¥ D ±yªQ­ ©_§ ¬®­§ ¿ÀÁ § ­ ´
è ( é § ¿ è ) é~ÂFê1ª ¨<§@³®³ x ∈ D Ê l(x) ¯ ¥ ­Yª ©¾¥ ¿ ©®¤>¥ ­>°aÁU· ¥v¨ ªz« è ( é § ­f¯ r(x) ¯ ¥ ­Yª ©¾¥ ¿ ©®¤>¥­>°aÁU· ¥v¨ ªz« è ) é~Â Å1¥v© P (x)

©®¤>¥5¦f¨ ª ¦>¥v¨�©]´ Ç ¥ Ç § ­ ©Î© ª ¦Y¨ ªQ² ¥9¸ P (x) : l(x) = r(x) Â
¹~º¼» ©b¤7¥ ªQ­ ³µ´n¥T³I¥ Á ¥ ­ © ªJ« ©b¤7¥ · § ¿�¬c¿À¬c¿ ε Ê ©b¤7¥Æ¥ Á ¦Y©]´ ¿ © ¨ ¬®­hÍ�Âkëfª�¬ © ¿ §Q© ¬c¿ ¶D¥ ¿ P

¸
l(ε) = r(ε) = 0

¹b½¾» Å1¥T©
x, y ∈ D ÊÃ¿�°>± ¤�©®¤>§Q© P (x)

§ ­f¯ P (y) Â Å1¥v© z = xy
¸

l(z) = l(x) + l(y) = r(x) + r(y) = r(z)¢f¤>¥v¨:¥ «vª ¨H¥ Ê P (xy) ÂìëY¬®Ám¬ ³I§@¨�³µ´ Ç ¥ ¿ ¤ ª Ç ©®¤>§Q© P ((x)) Â
íÆ¥ ¯ ¥ ¯Q°>± ¥ « ¨ ªQÁ ©b¤7¥Æ§ ·yªQ² ¥�©b¤7§@© ∀x ∈ D Ê l(x) = r(x) Â
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�X�r�>�'��� �jñß¢f¤>¥ « § ± © ª ¨ ¬ §@³ «y°a­f± © ¬~ªQ­ ¸ N → N ¬c¿�¬®­Y¯@°>± © ¬®² ¥T³µ´ ¯ ¥~¶ ­ ¥ ¯{· ´Z¸
¹~º¼»

fact(0) = 1¹b½¾»
fact(n + 1) = (n + 1) × fact(n)

ò<¥T¨:¥ Ç ¥ °h¿ ¥n©b¤7¥ ¬®­Y¯@°>± © ¬®² ¥ ¯ ¥ ¶ ­>¬ © ¬~ªQ­�ªJ« N
§ ¿ § ¿�° ¦�¦ ª ¨�© «vª ¨{©b¤7¥ ¬®­f¯Q°>± © ¬®² ¥ ¯ ¥ ¶ ­>¬ © ¬~ªQ­�ªJ«

fact Â íu¥ ± § ­ §Q³ ¿Tª{­Yª ©_¥ ¬ ©F§ ¿�«vª ³®³ ª Ç ¿ ¸
fact(n) =

{
1 ¬ « n = 0
n × fact(n − 1) ª ©b¤7¥T¨ Ç ¬c¿ ¥

�X�r�>�'��� ��ó�Å1¥T© °h¿D±Hª@­7¿�¬~¯ ¥T¨|©®¤>¥ ¿ ¥v© E ¬®­Y¯Q°>± © ¬®² ¥T³µ´ ¯ ¥ ¶ ­ ¥ ¯ì¬®­<ô Éh§ Á ¦Y³M¥Fõ Â ¢f¤>¥k¥:Év¦f¨:¥ ¿y¿�¬~ªQ­>¿ªz« E
§@¨:¥ ¬®­�¬®­ ¶�É ­Yª ©_§Q© ¬~ªQ­fÂ÷öFªQ¿ © ¶1É ­fª ©_§Q© ¬~ªQ­ø± § ­ §Q³ ¿vªt· ¥ °h¿ ¥ ¯ © ªù¯ ¥ ¶ ­ ¥{¦7§@¨:¥ ­ ©b¤7¥ ¿ ¥ ¯¥:Év¦f¨:¥ ¿y¿�¬~ªQ­>¿TÂ5ê1ª ¨ ¬®­>¿ ©¾§ ­Y± ¥ Ê ©b¤7¥F¦ ªÓ¿ © ¶�Én¥HÉv¦Y¨:¥ ¿y¿�¬~ªQ­�ªJ« ((a × (b + c)) + d) ¬c¿ abc + ×d+ Â¢f¤7¥m© ¨H§ ­7¿b«vª ¨ Á §@© ¬~ª@­m« ¨ ª@Áú¬®­ ¶1É{© ª ¦ ªQ¿ © ¶1É ± § ­�· ¥ ¬®­Y¯@°>± © ¬®² ¥T³µ´ ¯ ¥~¶ ­ ¥ ¯ § ¿�«vª ³®³ ª Ç ¿ ¸
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¹~º¼»
∀a ∈ A, post(a) = a¹b½¾»
∀e, f ∈ E, post((e+ f)) = post(e)post(f)+ Ê § ­Y¯ post((e× f)) = post(e)post(f)×

�X�r�>�'��� ��ü�¢f¤>¥À¤>¥ ¬�Í ¤h© ªJ« § ·T¬®­ §@¨�´U© ¨:¥y¥ ± § ­Ü· ¥ ¬®­Y¯Q°>± © ¬®² ¥T³µ´ ¯ ¥~¶ ­ ¥ ¯ § ¿Ã«vª ³®³ ª Ç ¿ ¸
¹~º¼»

h(∅) = 0¹b½¾»
∀l, r ∈ AB Ê ∀a ∈ A Ê h((a, l, r)) = 1 + max(h(l), h(r))

�X�r�>�'��� ��¡hýÒ¢f¤7¥ ¬®­ È ª ¨ ¯ ¥v¨C©]¨:§ ² ¥v¨ ¿ §@³ ªJ« § ·T¬®­ §@¨�´m©]¨:¥y¥ ¬c¿ ©b¤7¥ ¿ ¥ Ýv° ¥ ­Y± ¥ ªJ«X² §Q³ ° ¥ ¿¾þ ¥T³I¥ Á ¥ ­ © ¿¬®­ ©b¤7¥Ü©]¨:¥y¥Ü¨:¥y§ ¯n« ¨ ªQÁ ³I¥ « ©U© ª ¨ ¬�Í ¤h© Â ÿmª ©_¥9¸ ¯Q¬ � ¥T¨:¥ ­ ©u© ¨H¥H¥ ¿Ü± § ­ ¨:¥ ¿y° ³�© ¬®­ ©®¤>¥ ¿ § Á ¥ ¬®­ Èª ¨ ¯ ¥v¨m© ¨H§ ² ¥v¨ ¿ §Q³ ¹ ¥:Éh¥T¨ ±T¬c¿ ¥A¸�¶ ­Y¯ © Ç ª{¿�°>± ¤�©]¨:¥y¥ ¿ » Â ¢Y¤>¥ ¬®­Y¯@°>± © ¬®² ¥ ¯ ¥~¶ ­>¬ © ¬~ªQ­ ªz« ©®¤>¥ ¬®­ È ª ¨ ¯ ¥T¨© ¨H§ ² ¥v¨ ¿ §Q³ ¬c¿ § ¿Î«vª ³®³ ª Ç ¿ ¸
In − trav(x) =

{
ε ¬ « x = ∅
in − trav(l).a.in − trav(r) ¬ « x = (a, l, r)

� � �|�÷�DïT���Ð�nâ��
pCGIw�6T;�?H476<GM;>laK�s�?:GMwZ6mla6vx>;>G�?HGI=�;L=@`�8:6v?y8TdYBD6m;7=QB�}h;7=QB�47=QB�?:=�N�6T;769EHP@?:6<P�8:6v?

C(E)
NZGMwZ69;Pu8J6T?

E
PZ;>l�P@;
=ZWY6TEyPQ?:GM=Z;��ÓGM;>laK>sv?:GMwZ6CE:K7[M6

C
=�;

E
q

�r6T?
C
eY6�PÆSÆ=�;7=@?H=Z;7GcsÀP@W7W>[IGcsTP@?:GM=Z;rdhG]q 6�qId

∀A ⊆ A′
d
C(A) ⊆ C(A′)
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C(A) ⊆ A
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�$¡�Å1¥v©
I · ¥Æ§ ¿ ¥v© ªz«À¬®­Y¯@¬~± ¥ ¿TÂ Å1¥v© Ai · ¥ C

È ± ³ ªÓ¿ ¥ ¯ÓÊ ∀i ∈ I Â ¢f¤>¥ ­ ∩i∈IAi ¬c¿ §Q³ ¿Tª
C
È ± ³ ªÓ¿ ¥ ¯ZÂ

Õn��Ö¼×1Ø~Ù9Ø Ú�×�Ä�ÅÐ¥T©
A · ¥m§ ¿y°>·v¿ ¥v© ªz« E Â ¢f¤7¥ ­

⋂

A⊆B⊆E, B � ��������� �������
B

¬c¿À¿ © ¬ ³®³ C È ± ³ ªÓ¿ ¥ ¯ÓÊ § ­f¯{±yªQ­ ©¾§ ¬®­7¿ A Â ½ © ¬c¿�¯ ¥ ­fª ©_¥ ¯ Ĉ(A) Â ½ © ¬c¿ ©®¤>¥ ± ³ ªQ¿y° ¨H¥ ªJ« A °a­Y¯ ¥v¨ C Â
�
	QÚ>�Î��	ÓÙ
�tÄ

•
½ « A′ ¬c¿ C

È ± ³ ªÓ¿ ¥ ¯ § ­Y¯n±Hª@­ ©_§ ¬®­>¿ A Ê ©®¤>¥ ­ Ĉ(A) ⊆ A′ Â
• A ⊆ Ĉ(A) Â
• Ĉ(Ĉ(A)) = Ĉ(A) Â
• A ⊆ A′ ⇒ Ĉ(A) ⊆ Ĉ(A′) Â

�X�r��	��ZØ��9��¡$Å1¥T©
E = N Ê § ­f¯ C(A) = {n+m | n ∈ A, m ∈ A} Â ÅÐ¥T© kN = {kn | n ∈ N} Âë ¤ ª Ç ©b¤7§Q©_¸ ¬ « A ⊆ kN

©b¤7¥ ­ Ĉ(A) ⊆ kN Â

 


