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[max(0, (a − 1)/b + 1), min(a/b, 1)]� ������ 0 ∈ b �� !���� �
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��	�0 �� 	�� ��!!� ��#"�� x̃� $���� ��������	� 	�� ������ $�	� $���� 	�� ���#��	�
x "����� 	� x̃1 �	 �� 
���#�� 	� "� ���#
��!�� /�� 	�� ����� 	�
	 supµ(x) = 10�

�� �
� ���� ��� ���#��	 x ��� $���� µ(x) = 11 ���  ��� �� 
�� ����� ��	�

xα = {x ∈ X |µ (x ) ≥ α} /�20

�,	�
�	�� ���# x̃ ��� ��
� ��#"��� α ∈ (0, 1] 
�� �
���� α�
���
 ����� 
���� ��	�
���# 
 �������� �� ���	�� ��	� $�	� 	�� ������	�

xαk
⊆ xαi

∀αi, αk ∈ (0, 1] $�	� αi ≤ αk . /��0

*� 	��� "
��� 
 ��!!� ��#"�� �
� "� ������"�� 
� 
 �
#��� �� α)��&�� ��	�� &�

α)������	�!
	��� �..� 
� �����	�
	�� ��  ��� �� 
�� 
 ��!!� ��	 �� ���"
"����	�� #��)
��� �
� "� ���
���� 
� 
 ��	 �� ���"
"���	� "�,��� 
��� ��������
	��� ���&����

 ���	 
����� 	� ��!!� ���"
"���	��� �	
�	��� ���# ���"
"���	� "�,�� 	� ��������
&
����� "�, ��!�� �� 
 ���	�� �
����� �� ��� 
�
������ 3�&����#��	� 	� 
����
��
��!!� ���"
"���	��� ���# 	��� �����	��� ������
	�� ���# ���4� $�	� 	�� ��	��� ��
��"��� 
��	�#�	��1 ��� ������ -�#��
���� 
 ���	��� ������	��� 	� 	�� ������	���
�� ����)�
� #����� ��� ���"
"���	� ���	��"�	���� �,��	� 
� ������"�� �� ������ '
��!!� ���"
"����	�� #���� �
� �� "� ���#��
	�� �� 	�� �
#� #
���� 
� 
 ���")
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���	���
� ��
	��� �� 
 ��
���� �������	��� �� 	��
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���� 
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����� �	� �	 ��� ����
����� 
�	���������	 ��
���������
���� �	� ��� �	����������	� ��� �	���	� ����� ���� ���� ���� ���� ����
���� �� � ��!"# $	 �%�" �� ��� ����	 ���� ��� ������	� 
�	
���� 
�	 �� �	�&�� ��
� 
�����	 �'��	�# (	 �������� ���� ���
�&
 
����	�� �	 ��� ������	� ����
��)
��	�� �� �������� �	 �%�" �	� ���%"# *�	���

�� �� �� 	���� ���� α)���
����+����	
�� ���
�+�� �� � ��
���
 �	������	�# $	����������	� ���� ������� �	 �	����	��	�
�	� ����	��	� ��++� ��	��� ������
��� ��� ���
� ���������� ���� ��&	�� ����
�����
�
�� ��
�� �	 �����	
� �	� 
������	
� ����� ���� ���� ���� ���� ���"# ,�++�
��	��� ���
����� ���� �'���	�� �� �����
 ���������� �� 
���� �������� �	� ���)
��	��
�� ����
����� ���� ��++� ��	���	��� ����� �� "� ��� �
�� ���!� ��%" �	� ��� �
������ ����"# -����
�
�� �	������ ��� ������� �� ��� ����	� 
�� �� 
���� 	������
����� ���� ���"# ,������� ��� ������	������	 �	� ��� �	��������	 �� ��++� ��	���
������
�� ��� �	���������� �	 ����� ���"# .�	�������
� ����� ��� ���� �	 ��� ���)
�����
�
 ���
�����	 �� �����
��� ����# ,�	����	��
 �
�������	�� ���� ��������
�	 ���!"� ����� ���"� �	� ��� "# .
����
�
 ��������
�
 ������� ���� �'��	��� �	
����� �� ��/� �

��	� �� ��������
�
 0�
������	�1�������
��� �	� �����
����	 ��)
��
��	����
�� �	� ��� ���
�&
 �������� ����
����� ���� ��� �����
����	 �� ���
���� ���� �	����������# 2�����
� �	 ���� ����
���	 �� ��������� ��� �'���
�� �	
���!� ��%" �	 ���� �� ���
����	� ���������	��� �	 ����� �� " ��� ��
����	 ��/�	��
�	� �	 ����� ���� ���" ��� ���������	 �	�
����# 3������ ��� ���
����	� �����
���
���� ���� ��� ��� �� ��	���
�+�� ���������� ��� ���
����� �	 ����� ���"# (
��� ���
���
�
����	 �� ������
�	� ������� �� �������� ��������� 
�	
���� ��� ���
�+��
��� ��������
�
 ���������	� ����" �	� ���������� �����	� ���" ����� �	 �����
���
����# (	����� ������ ��� ���������� �����	� �� �������� �	 ����"� ���
� ��)
�
��� ��++� ���������� �	 ����� �� ���
���� � ��++� ���	�����	 ������	 ��4�
���	
�	� �

����	
�# �������	 ������� ���� �
�� ���	 �'��	��� �� ��� �	

����	
�� ��++� ������
�� �� ��/� �

��	� �� �����
��� ����� ��� ��� � ��" ��� � 
�����)
��	���� ��������# ( 
�	��������	 �� �������	 ��������
� ���� �����
��� �����
�����������	� �� �����	��� �	 ��� "# 5��� 
���� �� �����
��� ��������� ��������)
���	�� �����
��� �����
���� �����������	�� �	� ��� �� ���� �� ����
� �����
���

�	&��	
� �	�����
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�� �� �����
��� ����� �����������	� �	� �����
���
���� �	 �	 �	��	����	� 
�	��'� ��� �	���������� �	 ���!"# ( 
����	����	 �� ���
�������	 ������� ���� /����	� ����� �	 �����
��� ���� �� ���
����� �	 ���%"#
( �������	 ���� �� ��++� ���������� �� ���
����� �	 ����"� ���
� �	 ���!" ���
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�
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����� !���� ���������� ������ ���� ��� ��"������� �� ��	
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��%&�� !��� �
�� ���� ���� �� ��� ����������� ������������ 
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�����
�� �'���

( ����� �
���� �
��
��� �� ��"��� 
� ��� �
�����

X̃ : Ω → F (X) )��*

����� Ω �� ��� �
���� ��
�� ���� ��� �
���� �������
�� ������ ω ∈ Ω� 
��
F (X) �� ��� ���������� �� 
�� ����� ������� x̃ �� X = R

n � !�� ����� �������
x̃ 
�� ��������� ���� ���������� ��������� µ (x) ����� 
 ���������� ��
�� µ
�����������
� �� ��� �������
�� Ω×X� +
�� �
���� �������
�� ����� ω ����
Ω �� �� ��������� �� 
 ����� ��
���
���� x̃ ������� �����
����� ������� Ω 
�� µ�
!�
� ��� �
�������� ������� �� Ω 
�� ��������� ��������� �� µ ���� ��� ���
��
��� �� x ��������� 
�� ��� ��,�� ���� ��� 
������$ ��� -��� ��

0.0

1.0

µ(x)

T 0 S

x 0 X = ú1

T6

T5

T4

T3

T2

T1

x1 = x(T1)
~ ~

x1 =

x4 = x(T4) = x(T4)
~ ~

x6 = x(T6)
~ ~

x5 = x(T5)
~ ~

x2 = x(T2)
~ ~

x(T1):  realization of the
real random variable X,

            x(T1)  0  x(T1)
~

x3 = x(T3)
~ ~
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���
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��� ���� ����� ��� �������� �
�� �
� �� ��������

/�� X̃ �� 
 ����� �
���� �
��
��� ���� ��
���
����� x̃i� +
�� ����� ��
���
����
x̃i ���������� 
 ����� ��� �� ��
� �
���� ��
���
������ ����� 
�� 
�� ��
�������
/�� xji �� 
 ��
������ ��
���
���� ��� �� x̃i� xji ∈ x̃i� !���� �
�� ������ ��
xji, i = 1, 2, ..., ���� xji ∈ x̃i ��� �
�� i �
� �� ���������� 
� 
 ������ �� ��
� 
�
���� ��
���
����� xji �� 
 ��
� �
���� �
���� �
��
��� Xj $ 
�� ��� ��
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����

�
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��� Xj �
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�� �� ��� 
�
	��	�
 �� ��	� ����	��� ������������� ��� �����
������ ���	�
�� X̃ ��� 
� �����	
�� �� ��� ����� ��� �� ��� ��	
	���� Xj �����	���

	� X̃�

X̃ = {(Xj , µ (Xj)) |xji ∈ x̃i∀i} . ����

��� ����	�� ���� �� � ����������� ������ ���	�
�� X 	� �� �
��	��� ���� � �����
������ ���	�
�� X̃ 	������� ���� ��� ��	
	��� X = Xj �  �� � ���� ����� ���	�
��
	� �
��	��� 	� ��� ���� �� �� ����������� !�������	�
��� 	� � �������� �
������	��
�	���� �"����� ��� ���� ����� ����	���	�� ����	��� �	���� ��	� ���� ��� ��������	��
	���� ���� �� ���������� �"	��� 	� ��	� ���
���� ��� ����� ���� ������ ���
���� ���� ��� 	�����	�	�� �� ��� �
������	�� 	� ��� �����
 �� ������ ��� ������
�������	��# 	� ����	���� ��� ����	
�� ���	���� �� ������ ���	��	�� ���� ����� 
� 	�
��� ���
��� 
�� ��� ��� �"��	�	��� ��������� !� 	� ����� ���� ��	� ������� �����
��� ����� ��� ���	��� �� �	������ �������� 
������ ����� ���� ����� ���� ����
����	�� ������
� �� ����� ����	�� ����� ���
��� � �	���������� ��������� �� �����
������ ������ ���	�
���� ����� ������ ���	�
��� ��� ����� ���	�
��� �	��	� ���
���� ���	������� ��� ����	�
 ��� �����	��� ��
��	����� $	�� ������ 	� ���
���
��� ��	�	���	�� �� �������	��� ������� ���� ����	�	���� ���
�
	�	�� ������ ��� �����
��� ������ ��� �� ����
�	���� �����	��� �����	���� ���� ��������	� ������	��
��� ���� 	������� ��� ����� ������	��

!� 	� ������� ���� ��� α������ ���� �� ��� ����	���	��� x̃ ��� ���������� ����
���� ��� �����" ��	�� 	� 
�������� ��� ���� 	� ��
	����	�
 ����	���	��� ���
���� ���� ����	�� �"����	��� �	
�� �"	��� ��	� ���
��� �� �%�	��� ��� ������	���
�����	��� ����������  
�	�� ��� �	����" �������� ��� ��� �"����	�� ��	��	���
&�'(� ))� ��* ��� ���� �� ������� ����� 	�������	��� ����� α��	�����	���	�� ���

� ����	�� �� ��� ����� ������ ���	�
�� X̃ �� �
��	� ������ α������ ����

Xα = {X = Xj |µ(Xj) ≥ α} , ��+�

��	�� ��������� ������ ������ 	�������� [Xα l,Xα r] 	� ��� �����	����	���� �����
��	� �����������	�� �� ����� ������ ���	�
��� �	�� α��	�����	���	�� ����
�	����
���� �����	���� �	�� ��
�" �������� ��� ���� α������� ����	�����	�� �� ��� �����
	���	��� �� ��� ������ α������ ���� Xα �� ����� ���� 	� ��� ��������, �� ��	�����
������ ����� �� �	���	
��	��� ��� �����	
	�	�� ��� 
��	��� ��	�� ��� 
����	�

���
�
	�	�� �	���	
��	��� �� ��� ����������� ������ ���	�
��� X ∈ Xα� �����

����	�
 �	���	
��	��� ��������� ��
�"���  ��� 	� ��� ���� ������ �� 	� ��
�"
��������� ����� 
����	�
 �����	��� ��� ���� 
� ���������� �	������ �� ��� �����
����� �	�� ��� 	�����	�	�� ��	�	�
 ���� ��
������ 	� ��� ���
�
	�	��	� ����� �����
	-���	��� 	� ���	�	�� �� 	�����	�	�� ����	�� ������� ���� �
������	����

!� �	�� �� �����	��� ����	���	���� ���
�
	�	�� �	���	
��	�� �����	��� ��� ���
-��� ��� ����� ������ ���	�
��� &.�� ��'� �+�� �'/� ).*� ����� ��������� � �����
��� �� ��� ���
�
	�	�� �	���	
��	�� �����	��� Fj (x) �� ��� ��	
	���� Xj �� X̃ �	��
���	� ���
����	� ������ µ (Fj (x))�

F̃ (x) =
{
(Fj (x) , µ (Fj (x))) |Xj ∈ X̃, µ (Fj (x)) = µ (Xj) ∀j

}
, ��'�

�+



��� ������	 [Fα l (x) , Fα r (x)] 
�� ���
 α������ ���
 �
� ��	��������� �����	

Fα l (x = (x1, ..., xn)) = 1− max
Xj∈Xα

P (Xj = t = (t1, . . . , tn) | x, t ∈ X = R
n,

∃tk ≥ xk, 1 ≤ k ≤ n) , ����

Fα r (x = (x1, ..., xn)) = max
Xj∈Xα

P (Xj = t = (t1, . . . , tn) | x, t ∈ X = R
n,

tk < xk, k = 1, ..., n) . ����

	� �
��

F̃ (x) = {(Fα (x) , µ (Fα (x))) | Fα (x) = [Fα l (x) , Fα r (x)] ,

µ (Fα (x)) = α ∀α ∈ (0, 1]} . ����

���
 �������� Xj ���������	 �����	��� ��� ���������� Fj (x) ���
�� �
� ����
 �


��	���������	 ������� �� F̃ (x)� ��� 
�� ���
 x �
� [Fα l (x) , Fα r (x)] ������
�	 ���	�� ��������� ��������	 ��	�� �� �
� �
����	 ��� ��	��������	 ���� �����!

"
�	� ��	��������� 
�������	 ��� ��	��� �� 
��������� �� � ���������� ����
��� �� 	��	�������� 
�##� ������	 
�� �
� ���������	 �� ���������	��� �����
��	��������	$ 	�� %�&� �� ��'! "
� 
�##� ����� ���������	 ��� �� �	�������
�	��� ���
�������� 	����	���	 ��� ��	� �������������� 
����������	 ��� �� �	�
�����	
��$ 	�� %�&� �() �&* +,'! -�##� ��	��������� 
�������	 ��� ��	��� ��
�	�� 
�� 
���
�� �����������	 ��� �
�� �� ��� ���.���� ��	����� � 
�##� ������
��������$ 	�� %�)�'! "
�	 �
��������� ���/ ��
��
 ��	� ������	 �� �������� �
����
��� ������	� �	 
������ ��������� ���
��� �� �0��� �� ��������� �����������	
	� �
�� 	���
�	��� 	���������	 ��� �� ���
����� ��������� �� �
� ��	���������

�������	 %*&+ *&)'! ����������� 	��������� ���
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